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1 Analysis

1.1 Funktionen

Eine Funktion f ordnet jedem x € D ein f(z) € W zu.

1. Definitionsbereich D := Menge der Werte, welche fiir = eingesetzt werden. Hier sind

Definitionsliicken auszuschlieflen (z. B. Division durch 0).
2. Wertebereich W := Menge der moglichen Funktionswerte f(x)

3. Verhalten im Unendlichen und um 0 (nur sofern im Definitionsbereich), also die vier
Grenzwerte lim f(z), lim f(z), lim f(z), lm  f(z),

4. Symmetrie

(a) punktsymmetrisch zum Ursprung, wenn f(x) = —f(—x)

(b) achsensymmetrisch zur y-Achse, wenn f(x) = f(—x)
5. Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen

(a) Nullstellen: Losungen der Gleichung f(x) = 0, Schnittpunkte sind N(z | 0) fir alle

x, welche die Gleichung erfiillen

(b) Schnittpunkt mit der y-Achse: S,(0 | f(0))
6. Ableitungen

(a) 1. Ableitung f’(z): Steigung von f(x) an der Stelle x
2. Ableitung f”(x): Steigung von f’(z) an der Stelle z usw.

(b) Ableitungsregeln:

Faktorregel filx) =c-g(x) filz) =c-d(x)

Summenregel fo(z) = g(x) £ h(z) fo(z) = ¢'(x) £ W (x)

Potenzregel fa(x) = am fi(@)y=mn-a"!

Produktregel fa(z) = u(z) - v(x) filz) =d'(z) -v(x) + u(z) - V' (2)
Quotientenregel fs(x) = ZE;E; fi(z) = “@) ”(?(;)"2(27) V()
Kettenregel fo(x) =uov=u(v(z)) fi(r)="1u(v(z))- v (z)

Sinus fz(z) = sin(x) fo(z) = cos(x) und f7(x) = —sin(x)
Exponentialfunktion  fg(z) = €* filz) =e”

Logarithmusfunktion fo(z) =z -In(z) — z fo(z) =In(x) und f(x) = 1

(c) Partielle Integration

b b
/ u(z) -v(z) dr = [u(z) - v(z)] - / v(z) - u(z) de
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(d) Fiir die Ableitung von Umkehrfunktionen f (f quer) mit Dy = Wy, W; = Dy
(Beispiel: f(x) = e, f = In(z)) gilt:

') mit y = f(z),2 = f(y)

1
f'(@)
streng monotone Funktionen sind immer umkehrbar!

7. Extremstellen: Bedingungen fiir lokale Minima und Maxima

(a) notwendig fiir Extrema: f'(z) = 0 = liefert die (einzigen) moglichen Extremstellen
(b) hinreichend fiir Minima: f'(z) = 0 A f”(z) > 0 = Tiefpunkt(e) T'(x | f(x))
(c) hinreichend fiir Maxima: f'(z) =0 A f”(z) < 0 = Hochpunkt(e) H(x | f(z))

8. Wendestellen

(a) notwendig: f”(x) =0 = liefert die (einzigen) moglichen Wendestellen
(b) hinreichend: f”(x) = 0A f"”(x) # 0 = Wendepunkte W (z | f(z))
(c) Sonderfall: f'(x) =0A f"(x) =0A f"(x) = 0 = Sattelpunkt S(x | f(z))

9. Regel von I'Hospital fiir Grenzwerte der Form lim % (mit differenzierbare Funktionen

r—a
f,9), die einen unbestimmten Ausdruck (3, 0 - oo oder %) annehmen

a) Vorraussetzung: lim M € R existiert
g ()
Tr—a
(b) Wenn die Vorraussetzung gilt und lim f(z) = lim g(z) = 0, dann gilt lim % =c
Tr—a Tr—a T—ra
(c) Wenn die Vorraussetzung gilt und lim g(x) = oo, dann gilt lim % =c
z—a T—a

10. Ortskurve (der Extrempunkte oder der Wendepunkte) einer Funktionenschar fi(z) (d. i.

eine Menge von Funktionen in Abhéngigkeit von einem Parameter k) bestimmen

(a) xz-Wert nach Parameter & umformen

(b) Ergebnis in y-Wert einsetzen

1.2 Integrale

1. fab f(z) dx: Integral mit Grenzen a und b, Integrationsvariable z und Integrand f(x)

2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
/ f(z) dz = [F(z)]’, = F(b) — F(a)

mit F'(z) = f(x), F heifit Stammfunktion von f
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3. Flachenberechnungen - Vorgehensweise

(a) Nullstellen bestimmen
(b) Stammfunkttion bestimmen

(c) Integral(e) aufstellen und berechnen
Bei Fléachen unterhalb der x-Achse ergibt sich ein negativer Wert fiir das Integral!

4. Flache zwischen den Graphen zweier steitiger Funktionen f, g
b
A= [ @) = g(o) do wenn (2) = g

5. Uneigentliches Integral: lim fab fx) dz
—00

2 Lineare Algebra und analytische Geometrie

2.1 Vektoren, Geraden und Ebenen

1. Definition: Vektor
(a) Vektor @ = E := Menge zueinander paralleler gleich langer, gleich gerichteter
Pfeile; Abbildung eines Punktes A auf einen Punkt B

o
(b) Gegenvektor —d = BA := Vektor mit gleicher Lange, der parallel zu @, aber entge-
gengerichtet ist

(¢) Nullvektor 0 := Abbildung eines Punktes auf sich selbst

bl — ay
(d) Vektor zwischen den Punkten A(a; | as | as) und B(by | be | b3): AB = by — ay
b3 — as
x
(e) Lénge eines Vektors v = | y |: |0 = /2% + y? + 22
z

2. Spiegelung eines Ortsvektors (bzw. Punktes in R3)
(a) an einer Koordinatenachse: zugehorige Koordinate bleibt gleich, die anderen beiden
andern ihr Vorzeichen

(b) an einer Koordinatenachsen-Ebene: zugehorige Koordinaten bleiben gleich, die dritte

andert ihr Vorzeichen
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3. Rechengesetze fiir Vektoren

Kommutativgesetz a+b=0b+a
Assoziativgesetz (@+b)+c=a+(b+0)
r-a
Multiplikation mit einer Zahl r-a = (r - ay
T as
Distributivgesetz ro(@+b)=r-a+r-b
4. Linearkombination rq - ay + ro - da + 73 - a3 + . ..: die r; heiflen Koeffizienten

5. lineare Abhangigkeit und Unabhéngigkeit

(a) Eine Menge von Vektoren ist linear abhédngig, wenn mindestens ein Vektor als Sum-

me von Vielfachen der anderen darstellbar ist.
(b) Vektoren dji,ds,...,d,, sind genau dann linear unabhéngig, wenn ry - a3 + ro - 3 +
...—l—rn'a}:ﬁnureine Losung mit ry =79 = ... =1, = 0 hat.

(c) In einer Ebene sind maximal zwei Vektoren linear unabhéngig.

lineare Abhéngigkeit: zwei Vektoren parallel = kollinear

(d) Im Raum (R?) sind maximal drei Vektoren linear unabhéngig.

lineare Abhéngigkeit: drei Vektoren in einer Ebene = komplanar
6. Geraden

(a) Parametergleichung: ¥ = p'+¢ - fiir ein t € R
p heifit Stiitzvektor, @ Richtungsvektor

7. Ebenen

(a) Parametergleichung: ¥ =p+r -4+ s-vfirr,s € R

p heilt Stiitzvektor, u, v heiflen Spannvektoren und sind linear unabhéngig

(b) Koordinatengleichung: a - z1 +b-xy+ ¢+ 23 =d, wobeia Z0Vb#0Vc#0

—

(¢) Normalengleichung: (7 — ) - 7l =
0

0
Normalenvektor 7 mit 7 - 7=0A7-5=0

|31

(d) Hess’sche Normalenform: (& — 2g) - ng = 0 mit Einheitsnormalenvektor ny =

=

(somit ist | np |= 1)

(e) Abstand der Punkte P und R (P in Ebene): d = |(@ — O_}%) o
8. Lagebeziehungen von zwei Geraden g, h

(a) Sind die Richtungsvektoren gleich oder Vielfache von einander?

(b) Liegt der Stiitzvektor von g auf h?
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identisch (¢ = h) LGS oo Losungen (Nuller-Zeile) (a) ja, (b) ja
parallel (g || h) LGS keine Losung (Widerspruch / falsche Aussage) (a) ja, (b) nein
windschief LGS keine Losung (Widerspruch / falsche Aussage) (a) nein

g, h schneiden sich LGS genau eine Losung (a) nein

9. Lagebeziehungen einer Gerade g und einer Ebene F
g schneidet F LGS genau eine Losung

g liegt in LGS oo Losungen
g parallel zu E (g || E) LGS keine Losung (Widerspruch / falsche Aussage)

10. Lagebeziehungen zwischen zwei Ebenen F, F’
E schneidet F LGS oo Losungen in Abhangigkeit von Parametern

FE in F (identisch) LGS oo Losungen (Nuller-Zeile / wahre Aussagen)
E parallel zu F' (E || F') LGS keine Losung (Widerspruch / falsche Aussage)

11. Skalarprodukt von Vektoren

—»

|a| \b| cos(fy) mit 0° <y < 180° (v ist der Winkel zwischen den Vektoren)

0‘l

S
|

2 :al-bl+a2'bg+a3~b3

3

2.2 Matrizen

1. Matrix := Zahlenschema mit Elementen, Grofle: m X n
~~~ ~~~
Anzahl der Zeilen = Anzahl der Spalten

2. Rechenregeln fiir Matrizen

(a) Vervielfachung einer Matrix: Skalarmultiplikation

, aip Q2 [T-aQi1 T-a12
Q21 Q22 r-a21 T Qa2

(b) Addition/Subtraktion von Matrizen (Bedingung: gleiche Grofie)

A+ B = a1x a2 4 b1 Do _ ayp £b11 a2 £ 0o
Q21 A22 ba1 Do a1 £ bo1 gy £ by
(¢) Multiplikation einer Matrix (GroBe m x n) mit einem Vektor (GréBe n x 1) von

rechts (Bedingung: Anzahl der Spalten der Matrix = Anzahl der Zeilen des Vektors)
ergibt einen Vektor (Gréfie m x 1)

(d) Multiplikation von zwei Matrizen der Gréflen m x n und n X p ergibt eine Matrix
der Grole m x p (Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ, d. h. fiir Matrizen
A, Bgilti. A A-B# B-A)
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3. Austauschprozesse

(a) Austauschprozess := Prozess, der durch eine quadratische Matrix A mit nichtnega-
tiven Koeffizienten beschrieben wird, bei der die Summe der Koeffizienten in allen

Spalten 1 ergibt

(b) stationére Verteilung eines Austauschprozesses, der durch die Matrix A beschrieben

wird: A- g = ¢, g heiit Fixvektor von A

3 Stochastik

1. Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung

(a) Zufallsversuch/-experiment := Versuch, dessen Ergebnis nicht vorhersagbar ist

(b) Wahrscheinlichkeitsfunktion oder -verteilung P

P:S—R mit 0<P(e;)) <1 und > Ple;) =1

=1

(c) Ergebnismenge := Menge aller moglichen Ergebnisse S = {eq,...,e,}

(d) Ergebnis := moglicher Ausgang eines Zufallsversuchs

)

)
(e) Ereignis: zusammengesetztes Ergebnis
(f) relative Haufigkeit = Haufigkeit eines Ergebnisses im Verhéltnis zur Gesmatzahl
)

(g) Laplace-Experiment/-Verteilung := Zufallsversuch, bei dem die Wahrscheinlichkeit

fiir alle Ergebnisse gleich ist:

Anzahl der zutreffenden Ergebnisse

P(Ereignis) =
(Ereignis) Anzahl der méglichen Ergebnisse

(h) Zufallsgroie := Funktion, die den Ergebnissen eines Zufallsversuchs Werte zuordnert
X : {Ergebnis(se)} — {Wert(e)}

2. Kombinatorische Modelle

(a) Permutation := Anordnung von Elementen einer Menge

(b) Anzahl von Moglichkeiten bei n Elementen bei k Ziehungen

mit Zurticklegen  ohne Zuriicklegen

mit Reihenfolge  n* (nf—'k).

ohne Reihenfolge (k;f;l) = ((T::Ii;lk): (Z) = (n+')vkv

Definition des Binomialkoeffizienten (Z) (gelesen: n iiber k) nur fir n,k € Nk <n
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3. Vierfeldertafel

s/ T3
A A > A\®

B| P(ANB) | P(ANB) | P(B) ﬁ’f 8 MAnB)

B | P(ANB) | P(AnB) | P(B) /B ’F(EnE)'

S|Py | PA) | 100% T/

\iﬁ)
2 AAnd)
4. Bayer’sche Regel: Wahrscheinlichkeit fiir ein Ereignis B unter der Bedingung A

P(ANB)

5. (Un)Abhéngigkeit von Ereignissen A und B

(a) A und B sind abhdngig, wenn P(A) # Pg(A)
(b) A und B sind unabhéngig, wenn P(A) = Pg(A)

6. Bernoulli-Experiment: Versuch mit Zurticklegen, bei dem nur Treffen und Nieten unter-

schieden werden

(a) Wahrscheinlichkeit fiir einen Treffer: p (bleibt bei mehrfacher Ausfithrung gleich!)
(b) Wahrscheinlichkeit fir eine Niete somit: 1 — p

(c) Wahrscheinlichkeit fiir genau k Treffer bei n Ziehungen:

P(X =k)= (Z) b (1= p)h

= Binomialverteilung B,,, (k)
(d) Wahrscheinlichkeit fur hochstens k Treffer bei n Ziehungen

k
n . .
P(X <k)= p(L—p)""
x<r=3(7) »-a-p
(e) Wahrscheinlichkeit fir mindestens k Treffer bei n Ziehungen
n n k-1 n
(_);<i>p( p) ;(Z)p( p)

7. Erwartungswert u
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(a) einer Zufallsgrofle, die die Werte x4, xo, . . ., x, annehmen kann:

E(X):u:ml-P(X:xl)—i—...—l—mn-P(X:xn):zk:m,--P(X:x,-)
i=0
(b) einer binomialverteilten Zufallsgrofie: p = np
8. Standardabweichung ¢ und Varianz V(X) = o2
) allgemein: o = \/V =(@1—p?2-PX=z)+...+ (v, —p? PX=um,) =
¢ (s~ 1 PX = :ci)
einer binomialverteilten Zufallsgrofie: o = y/n-p- (1 — p)

9. Hypothesentest

(a) zweiseitiger Hypothesentest fiir p = py

i. g und o anhand von n und p berechnen

ii. Annahmebereich mit entsprechendem ¢ bestimmen

Pu—c-o<X<pu+c-o)=1—-«

c P c P c P
0,8 10,576 || 1,64 | 0,90 | 2,4 | 0,984
1 0,683 | 1,8 | 0,928 || 2,58 | 0,99
1,2 10,770 || 1,96 | 0,950 || 2,6 | 0,991
1,28 | 0,80 || 2 0,954 || 2,8 | 0,995
1,4 1083822 0972 | 3 0,997
1,6 0,890 || 2,33 | 0,975

iii. Liegt X im Annahmebereich wird die Hypothese beibehalten, ansonsten ver-

worfen!

(b) Fehlerarten beim Hypothesentest

Hypothese wahr Hypothese falsch
Hypothese angenommen | richtige Entscheidung Fehler 2. Art
Hypothese abgelehnt Fehler 1. Art richtige Entscheidung

Der Fehler 1. Art tritt mit der Wahrscheinlichkeit Risiko 1. Art auf = Signifikanz-
niveau «.
Der Fehler 2. Art tritt mit der Wahrscheinlichkeit Risiko 2. Art auf.

(c) einseitger Hypothesentest (entweder linksseitiger Test oder rechtsseitger Test)

i. Behauptung Hy: p = po
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ii. Alternative: Hy: p < po (linksseitig) oder Hy: p > po (rechtsseitig)
ili. Annahmebereich: [ — ¢ - o; p] (linksseitig) bzw. [0; u + ¢ - o] (rechtsseitig)

iv. das ¢ andert sich im Vergleich zum zweiseitigen Hypothesentest: ¢ bei 1 — 2«

nachschlagen

(d) Néherungsformel von De Moivre-Laplace: die Normalverteilung

Berechnung der Wahrscheinlichkeit bei binomialverteilten Zufallsgrofien fiir grofie n

und beliebige reelle Zahlen X (Formel anwendbar, wenn n > m)

k - ki — 0,5 —
p(]ﬁgxg/@):q)(m>_q>(w>

o o

2 1 1
= t) dt mit p(x) = e 2"
[ e dmi o) =

(Stetigkeitsfaktor +0, 5 entfillt bei o > 3)

10

Patrick Robrecht: Merkblatt Mathematik-Leistungskurs



	Inhaltsverzeichnis
	Analysis
	Funktionen
	Integrale

	Lineare Algebra und analytische Geometrie
	Vektoren, Geraden und Ebenen
	Matrizen

	Stochastik

